
Zadanie 5 Niech f : [0, 1]→ R będzie funkcją ciągłą. Wykazać, że
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Załóżmy, że f : R→ R jest różniczkowalna oraz, że dla wszystkich x, y ∈ R zachodzi nierówność:

|f(x)− f(y)| 6 |f ′(x)− f ′(y)|.

Rozwiązanie. Ponieważ f jest ciągła na przedziale domkniętym i ograniczonym (zbiorze zwar-
tym), to jest jednostajnie ciągła czyli:

∀ε>0 ∃δ>0 taka, że ∀x,y∈[0,1] |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

Ustalmy (dowolnie) ε > 0 i dobierzmy do niego δ > 0 tak by ∀x,y∈[0,1] |x − y| < δ ⇒
|f(x)− f(y)| < ε. Następnie połóżmy N = d1/δe. Zauważmy, że dla n > N zachodzi nierówność
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Dobierzmy teraz N2 > N tak by dla n > N2 zachodziła nierówność
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Teza wynika z dowolności wyboru ε > 0.


