6. Niech f : [0,+00) — R bedzie trzykrotnie rozniczkowalna. Zalézmy ponadto, ze
spelnione sa warunki:

o f(0)=f(2)=0,f(1) <0,
e dla wszystkich = € [0, +00) zachodzi nieréwnos¢ f” > 0.

Wykazaé, ze lim, . f(z) = +o0.

Rozwigzanie. Skoro f(0) = f(2) =0, ale f(1) < 0, a f jest funkcja rézniczkowalna na
calej dziedzinie, to na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej istnieja punkty
a; € (0,1),a9 € (1,2) takie, ze

flay) =IO pgy <o
fla) = TE =Ty s

Podobnie, skoro f’ takze jest funkcja rézniczkowalna, to istnieje punkt b € (aq, as)

taki, ze
f'(az) — f'(a1)

a2 —

f"(b) = > 0.

Wiemy, ze f"” jest stale dodatnia, a w zwiazku z tym f” jest $cisle rosnaca na calej
dziedzinie. Skoro f”(b) > 0, a ay > aj, to w szczegolnosci f” jest stale dodatnia na
[az, +00). W takim razie f’ jest Scisle rosnaca na [ag, +00), czyli f'(x) > f'(a2) dla
kazdego = > as. Przyjmujac ¢ := f'(ay), otrzymujemy wiec

f(z) > c(z —a) + f(az)

dla wszystkich > ay. Skoro ¢ > 0, to lim,— (c(z — a2) + f(az)) = +o0, wiec z
twierdzenia o dwu funkcjach takze lim, ., f(z) = +o0.



