Zadanie 1 Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba a > 1, ze funkcja zadana wzorem

xasin% dlaz >0
f(z) = 0 dlaz=0
cosz=l gz <0

T

jest rézniczkowalna.

Rozwiazanie Wyznaczam pochodna prawostronna w zerze:

h) — he sin 1
h—0+ h h—0+t  h h—0+ h

Gdy a > 1, to prawostronna pochodna jest réwna zero, gdyz

1
|n*sin—| < |R*7Y| — 0.
h h—0+
Z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze dla a > 1 prawostronna pochodna f’ (0) = 0.
Gdy a = 1, to badana granica nie istnieje, gdyz przyjmuje ona postaé lim;,_,q+ sin % Nieistnienie
tej granicy bylo pokazywane na wyktadzie (mozna bylo si¢ na nie powotaé), mozna je tez wykazaé

biorac zbiezne do zera ciagi x, = # iy, = St

1 1
sin — =sin(n7) =0 sin — =sin(2n7 4+ 7/2) = 1.
Tn Yn
Wyznaczam pochodna lewostronna w zerze
2
. f(h)—f(0) . cosh—1 . 1-L-+o(h?) -1 1

1 —_— = 1 —_— 1 = ——,
no0- h o0 B2 om0t 02 2

Wynika stad, ze nie istnieje a > 1, dla ktorego funkcja f jest rézniczkowalna.

Najczestszy blad pojawiajacy sie w rozwiazaniach. Zamiast liczy¢ pochodng prawostronng
za pomocy ilorazu réznicowego liczyli Panstwo:

lim f’ lim £’
Jlim f(z) oraz  lim f(z)

i sprawdzali ich réwnosé. Ta metoda nie jest poprawna, gdyz z nieistnienia takiej jednostronnej
granicy nie wynika niestnienie pochodnej jednostronnej. Rozpatrzmy przypadek naszej funkcji i

=
: / .3 .1 1 1
Jim, f(w) = lim, 5 vesing = 2 cos
Ta granica nie istieje gdyz pierwszy skladnik zbiega do zera, a drugi nie ma granicy. Z po-
prawnego rozumowania przedstawionego w rozwigzaniu zadania wynika jednak, ze pochodna
prawostronna funkcji f danej w zadaniu istnieje i jest réwna zero.
Do policzenia lewostronnej pochodnej mozna byto zastosowaé te metode, ale nalezalo powotaé
sie na odpowiedni fakt (jesli byl udowodniony na ¢éwiczeniach):

Stwierdzenie 1 Jesli f : [a,b] — R jest ciggla w a i rézniczkowalna na (a,b) oraz istnieje
skonczona granica lim,_,,+ f'(z), to istnieje prawostronna pochodna f w a i zachodzi réwnosé

fjr(a) = lim, o+ f/(x>

Jedli kto$ na odpowiednie twierdzenie sie nie powotal(nie sformutowal go, nie sprawdzil zalozen),
a przy okazji wykorzystywal jego falszywa wersje w przypadku gdy granica pochodnej nie istnieje, to
dostawal za swoje rozwiazanie zero punktéw, jesli ktos liczyl w ten sposob sposob tylko te granice, do
policzenia ktérej mozna bylo to stwierdzenie zastosowaé (ale nie formulowal go) to w zaleznosci od innych
rzeczy, ktére pojawialy sie w pracy dostawal 0-2 punkty.

Dowd6d stwierdzenia

fi(a) = lim f(h) = f(0) Lagr.

3 ! .
G h hli%l+ f'(cp), gdzie 0 < ¢p, < h.

Z istnienia granicy lim,_,,+ f’(z) wynika istnienie lim;,_ o+ f'(¢p), bo ¢, — 0, gdy h — 0. Co
wiecej z twierdzenia o granicy ztozenia wynika réwnoéé tych granic. O



