Zadanie. Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y € (0,7/2) speliona jest
nierownos¢
1

1 In(2 —sinz) —In(2 —siny)| < —=|z —y|.
(1) | In( ) — In( y)l < \/§| Yl

Rozwigzanie. Rozwazmy funkcje f: (0,7/2) — R zadana wzorem f(z) = In(2 — sinz).
Funkcja ta jest rézniczkowalna na (0,7/2). (Wynika to z tego, ze f jest ztozeniem funkcji
rozniczkowalnych oraz (2 —sinz) € (1,2) C (0,00) dla z € (0,7/2).)

Niech z,y € (0,7/2). Jesli x = y wéwcezas nier6wnos$¢ (1) jest spetniona. Zatem bez
straty ogolnosci mozemy przyjac, ze x < y. Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika, ze istnieje taki punkt £ € (z,y) C (0,7/2) dla ktérego

flx)— f(y) _ In(2 — sinz) — In(2 — siny)
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Obliczymy teraz pochodng funkeji f. Dla kazdego z € (0,7/2) mamy
—Ccosz

3 "(2) = ———.

() 1) 2 —sinz

Latwo zauwazy¢, ze powyzsze wyrazenie jest ujemne dla wszystkich z € (0,7/2). Zatem
1f/(2)] = 5222 dla kazdego z € (0,7/2).

2—sinz
Z (2) oraz (3) wynika, ze aby udowodni¢ (1) wystarczy pokazaé¢, ze dla kazdego z €
(0,7/2) zachodzi

(4) 1F(2)] <

Co jest réznowazne nieréwnosci
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Sposéb 1. Mnozac obie strony (5) przez ?(Q—Sin z) otrzymujemy, ze powyzsza nierownosé

jest réwnowazna nieréwnosci

z € (0,7/2).
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sin(7/3) cos z + cos(m/3) sinz < 1

sin(m/3+2) < 1.
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Ostatnia nierownos¢ jest prawdziwa dla wszystkich z € R, w szczegolnosci dla wszystkich
z € (0,7/2). To koniczy dowdd O

Sposdb 2. Wykazemy nieréwnos¢ (5) poprzez badanie funkcji g(2) = 5°%* dla z € (0,7/2).
Zauwazmy, ze 2 — sin z # 0 dla kazdego z € R zatem funkcja g jest rézniczkowalna na

przedziale (0, 7/2). Obliczymy pochodng g:

(2 —sin 2)? (2 —sinz)?’

Mamy (2 — sin 2)? > 0 stad z powyzszego obliczenia otrzymujemy, ze

;o\ cosz \' —sinz(2—-sinz) —cosz(—cosz) 1-—2sinz
gz = (2 > -

—sin z

1
§d(z)=0&1-2sinz=0&sinz = Sl :% (gdyz z € (0,7/2)),

g(2) >0 dlaze (0,7/6)
oraz
g(z) <0 dlaze (n/6,7/2).
Czyli g rosnie na przedziale (0, 7/6), maleje na przedziale (7/6), a zatem g ma w punkcie
z = 7/6 maksimum na przedziale (0,7/2). To znaczy dla kazdego z € (0,7/2) mamy
g(z) < g(m/6). Obliczamy
oS 2 cos(m/6) ? V3 1

=g(z) < g(m/6) = 2 — sin(r/6) - 9_ 1 :?:%'

2 —sinz

Co daje (5).



